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Kurzfassung: Dieses Kapitel stellt ein Dekompositionsverfahren fiir lineare mehrstufige stochas-
tische Programme vor, welches auf rekombinierenden Szenariobdumen beruht. Rekombinierende
Szenariobdume sind numerisch vorteilhaft, da sie es erlauben, ein exponentielles Wachstum der
Knotenzahl des Optimierungsproblems mit der Anzahl der Zeitstufen zu verhindern. Es wird ge-
zeigt, wie sich mittels eines geeigneten Dekompositionsansatzes dieser Vorteil auch unter Gegen-
wart zeitkoppelnder Restriktionen bewahren ldsst. Das vorgestellte Verfahren ist verwandt mit der
Nested Benders Dekomposition und nutzt die spezielle Struktur rekombinierender Szenariobdume
zur simultanen Generierung von Schnittebenen und zum “dynamischen Rekombinieren” von Sze-
narien. Weiter wird ein Verfahren zur Erstellung von rekombinierenden Bdumen vorgestellt.

Schlagworte: Mehrstufige Stochastische Optimierung, Nested Benders Dekomposition, Rekombi-
nierende Szenariobdume

10.1 Einleitung

In vielen Anwendungen ist es notwendig, Entscheidungen zu treffen, deren Konsequen-
zen von unbekannten, erst in der Zukunft beobachtbaren GréBen abhéngen. Die Suche
nach einer optimalen Entscheidung kann als ein Optimierungsproblem betrachtet wer-
den, das Unsicherheit hinsichtlich eines oder mehrerer Modellparameter beinhaltet. Oft
sind gewisse statistische Informationen iiber diese “stochastischen” Parameter verfiigbar,
beispielsweise aus historischen oder simulierten Daten gewonnene empirische Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen. Dann ist es moglich, diese Parameter durch Zufallsvariablen
oder stochastische Prozesse zu ersetzen. Auf diese Weise erhélt man ein stochastisches
Optimierungproblem [19], dessen Losungen Unterstiitzung bei der konkreten Entschei-
dungsfindung bieten konnen. Ein Beispiel hierfiir ist das in Kapitel 8 betrachtete Modell,
bei dem die eingespeiste Windenergie, die Strompreise und die Stromnachfrage als sto-
chastische Groflen gegeben sind.

Zwei- und mehrstufige stochastische Optimierungsprobleme zeichnen sich dadurch aus,
dass die in der ersten (Zeit-)Stufe zu treffenden Entscheidungen ohne Kenntnis der Rea-
lisierung der stochastischen Grofen zu treffen sind, wihrend die in der zweiten Stufe zu
treffenden Entscheidungen von den bis zu diesem Zeitpunkt beobachteten stochastischen
GroBen abhingen diirfen. Mehrstufige Probleme beinhalten weitere Zeitstufen mit erst
dann beobachtbaren zufilligen Grofen. Thre Losungen bestehen aus einer Abfolge von
Entscheidungen, die jeweils wieder nur von den bis zum jeweiligen Entscheidungszeit-

punkt beobachtbaren Groflien abhéngen diirfen.



Mehrstufige stochastische Optimierungsprobleme konnen im Allgemeinen nur durch nu-
merische Methoden gelost werden. Dazu wird der zugrunde liegende stochastische Pro-
zess, welcher beispielsweise durch ein Zeitreihenmodell gegeben sein kann, durch einen
Prozess approximiert, der nur endlich viele Werte annimmt. Letzterer kann durch einen
Szenariobaum reprisentiert werden (vgl. Kapitel 11). Da die Anzahl der Szenarien in
einem solchen Baum exponentiell mit der Lange des betrachteten Zeithorizonts wachsen
kann, vgl. Abbildung 10.1, werden zumeist nur Modelle mit einer geringen Anzahl von
Zeitstufen oder einer deutlich reduzierten Anzahl von Szenarien betrachtet.

Eine Reduktion der Zeitstufen fiihrt dazu, dass Entscheidungen in diesem Modell nur
zu sehr wenigen Zeitpunkten getroffen werden konnen. Dies wird, insbesondere fiir dy-
namische Probleme, dem zu modellierenden Problem jedoch oft nicht gerecht. Daher
besteht ein weitverbreiteter Ansatz zur Bestimmung akzeptabler Losungen darin, einen
rollierenden Planungshorizont zu verwenden. Dazu wird das Optimierungsproblem in
eine Menge von Teilproblemen mit kiirzeren Zeithorizonten zerlegt und diese sukzessive
gelost. Ist das mehrstufige Problem zeitlich zerlegbar, d.h. besteht beispielsweise keine
Kopplung zwischen den Entscheidungen eines Tages und jenen des Folgetages, so liefert
die Optimierung mit rollierendem Horizont tatsichlich optimale Losungen. Allerdings
ist die genaue Beriicksichtigung zeitkoppelnder Restriktionen, wie beispielsweise Spei-
cherstinde oder Mindestbetriebs- und -stillstandszeiten von Anlagen, problematisch.
Um den zugrunde liegenden stochastischen Prozess moglichst gut durch eine deutlich
reduzierte Anzahl von Szenarien zu approximieren, wurden Methoden zur Szenariore-
duktion entwickelt, vgl. [10]. Diese erlauben es, durch Verwendung einer geringeren An-
zahl von ausgewéhlten Szenarien das Optimierungsproblem auch fiir lingere Zeitrdume
zu l6sen. Hierbei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass bei einer deutlichen Reduktion der
Szenarienanzahl das Modell die Unsicherheit beziiglich der stochastischen Daten zuneh-
mend unterschitzt.

Ein weiterer Ansatz zur Reduzierung der Dimension des Optimierungsproblems besteht
in der Verwendung rekombinierender Szenariobdume. Das hierfiir bestbekannte Beispiel
ist das Binomialmodell von Cox, Ross und Rubinstein [2] zur Berechnung von Options-
preisen. Fiir ein Problem mit 7" Zeitstufen verringert hier das Rekombinieren von Szena-
rien die Anzahl der Knoten von 27 — 1 auf T'(T'+ 1) /2 und erméglicht so erst die Losung
von Problemen mit lingeren Zeithorizonten. Rekombinierende Szenariobdume wurden
des weiteren bisher unter anderem zur Bewertung der Kosten von fluktuierender Wind-
einspeisung [21] und zur Bewertung von Gasspeichern [8] eingesetzt. Allerdings ist bei
der stochastischen Optimierung auf einem rekombinierenden Baum die prizise Abbil-
dung von Nebenbedingungen, welche verschiedene Zeitstufen koppeln, nicht moglich. In
[21] werden zeitkoppelnden Restriktionen daher nur ndherungsweise erfiillt. In [8] wird

der zuldssige Bereich der gekoppelten Entscheidungsvariablen diskretisiert und ein auf



dynamischer Programmierung beruhender Losungsansatz verwendet. Im vorliegenden
Kapitel wird ein anderer Ansatz vorgestellt, der auf der folgenden Beobachtung beruht.
Die Kostenfunktion in einem Knoten des Szenariobaums beschreibt die erwarteten, mi-
nimal erreichbaren zukiinftigen Kosten in Abhingigkeit der Entscheidungen aus vorher-
gehenden Zeitstufen und des Wertes der stochastischen Parameter in diesem Knoten.
Die erwarteten zukiinftigen Kosten sind von dem im jeweiligen Knoten beginnenden
Teilbaum bestimmt. Gibt es zu einem Zeitpunkt Knoten im Szenariobaum, deren Teil-
bdume iibereinstimmen, so sind die jeweiligen Kostenfunktionen identisch. Zerlegt man
das stochastische Problem zu diesen Zeitpunkten im Sinne der Nested Benders Dekom-
position [1, 18] und approximiert die dort auftretenden Kostenfunktionen, so muss fiir
iibereinstimmende Kostenfunktionen nur eine einzige Approximation bestimmt werden.
Dieses als “cut sharing” bezeichnete Prinzip wurde bereits von Infanger und Morton
[13] und Pereira und Pinto [16] angewandt und fiihrt durch die Ausnutzung von iiberein-
stimmenden Kostenfunktionen zu einer beschleunigten Konvergenz des Losungsalgorith-
mus. Allerdings gibt es mit wachsendem Zeithorizont eine exponentiell wachsende An-
zahl von Knoten mit {ibereinstimmenden Kostenfunktionen, welche jeweils in den kno-
tenabhingigen Entscheidungsvariablen evaluiert werden miissen. Wihrend diese Kno-
tenmenge in [16] auf eine zufillige Auswahl reduziert wird, wird in dem in diesem Ka-
pitel vorgestellten Algorithmus folgende Eigenschaft genutzt: Findet man Knoten in de-
nen die entsprechenden Entscheidungsvariablen dhnliche Werte besitzen, so geniigt es
die (Lipschitz-stetige) Kostenfunktion in nur einer einzigen dieser Kontrollen auszuwer-
ten. Damit konnen im Verlauf des Losungsverfahrens Knoten mit gleichem Teilbaum
“rekombiniert” werden, so lange die (jeweils besten bekannten) Entscheidungen in die-
sen Knoten dhnlich sind. Dieses Vorgehen kann als “dynamisches Rekombinieren” von
Szenarien interpretiert werden und ermdglicht, ein exponentielles Wachstum der Anzahl
von Kostenfunktionsauswertungen zu verhindern. Somit lassen sich stochastische Opti-
mierungsprobleme mit zeitkoppelnden Restriktionen, vielen Zeitstufen und einer groflen
Anzahl von Szenarien 16sen.

Das vorliegende Kapitel gliedert sich wie folgt. In Abschnitt 10.2 werden die betrachte-
te Klasse von linearen mehrstufigen stochastischen Optimierungsproblemen vorgestellt
und das zeitliche Dekompositionsverfahren sowie das Konzept rekombinierender Szena-
riobdume skizziert. In Abschnitt 10.3 wird eine Modifikation der Benders Dekomposition
fiir Optimierungsprobleme entwickelt, die einen Szenariobaum beinhalten, in welchem
Szenarien in nur einer einzelnen Zeitstufe rekombiniert werden. Diese Technik bildet die
Grundlage fiir die Erweiterung auf den in Abschnitt 10.4 vorgestellten allgemeinen Fall
mit mehrfachem Rekombinieren. Ein Algorithmus zur Konstruktion von rekombinieren-
den Szenariobdumen aus einer gegebenen Menge von Szenarien wird in Abschnitt 10.5

diskutiert.



10.2 Problemformulierung und zeitliche Dekomposition
10.2.1 Lineare mehrstufige stochastische Probleme

Es sei & = (Et)t=17..,,T ein R*-wertiger zeitdiskreter stochastischen Prozess! mit Zeit-
horizont T € N auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P). Fir ¢ = 1,...,T sei
mit &) der Vektor (&1,...,&;) bezeichnet. Problem (P) stellt ein allgemeines lineares

mehrstufiges stochastisches Optimierungsproblem (“MSP”) dar:

t=1

so dass z; : R** — X, messbar, t=1,...,T,
Aro(&t)re (&) + Ar1(§e)e—1(&i—1)) = he(&r), t=2,...,T.

Dabei bezeichnet z; die im Zeitpunkt ¢ zu treffenden Entscheidungen; die entsprechen-
den zuldssigen Mengen X; C R” seien abgeschlossene beschrinkte Polyeder. Die Ent-
scheidung x; = x4(&})) darf von den (bis zum Zeitpunkt t) aus der Beobachtung von &,
erhaltenen Informationen abhingen. Die Abbildungen h;(-), by(-) und A; o(-), Ae1(-)
sind vektor- bzw. matrix-wertig von geeigneter Dimension. Ohne Beschriankung der All-
gemeinheit sei angenommen dass Kopplungen nur zwischen aufeinanderfolgenden Zeit-
schritten auftreten?.

Um eine numerische Lésung von (P) zu ermoglichen wird angenommen, dass der Prozess
& Werte in einer endlichen Menge von Szenarien annimmt und damit durch einen Szena-
riobaum reprisentiert werden kann, vgl. [3]. Eine Baumstruktur entsteht dabei dadurch,
dass jeweils gewisse Szenarien bis zu einem Zeitpunkt ¢ € {2,...,T — 1} iibereinstim-
men. Die Menge aller Szenarien die jeweils bis zum Zeitpunkt ¢ iibereinstimmen, bilden
einen Knoten des Szenariobaumes. Es sei n; die Anzahl der Knoten zum Zeitpunkt ¢;
diese seien mit ¢ = 1,...,n, indiziert. Der Wert des Prozesses & bis zum Knoten ¢ zur
Zeit t wird mit £ [(Z]) bezeichnet. Die Szenarien entsprechen den Werten des Prozesses bis
zu den Endknoten, d.h. sie sind gegeben durch f[(;)], i = 1,...,np. Die Entscheidung
x+(+) zum Zeitpunkt ¢ ist konstant auf jedem Knoten in ¢, insbesondere ist z;(-) durch die
Werte a:§“ = xt(f[(f])), 1=1,...,n4, definiert.

10.2.2 Dynamische Formulierung

Die diskrete Struktur des Prozesses £ erlaubt es, Problem (P) als ein (groBes) determinis-

tisches lineares Optimierungsproblem zu formulieren. Allerdings ist eine direkte nume-

'Im folgenden bezeichnen fett gedruckte Variablen (&, &:, . ..) zufillige GroBen, wihrend die Variablen

(&, &, - . .) fiir mogliche Werte dieser Grofien stehen.
2Gibt es Kopplungen von nicht aufeinanderfolgenden Zeitstufen, so kann das Optimierungsproblem durch

die Einfiihrung zusitzlicher Entscheidungsvariablen auf die Form (P) gebracht werden.



rische Losung dieses deterministischen Aquivalents durch verfiigbare Loser fiir lineare
Programme in der Regel nicht ohne Weiteres moglich, da mit wachsendem Zeithorizont
die Anzahl der Knoten im Szenariobaum und damit die GroBe des Problems (P) expo-
nentiell wéichst. Daher sind Dekompositionsverfahren notwendig, welche die besondere
Struktur von (P) ausnutzen konnen. Verschiedene solche an stochastische Optimierungs-

probleme angepasste Losungsmethoden werden in [18] vorgestellt.

Im Folgenden wird kurz eine einfache zeitliche Dekomposition vorgestellt. Dazu betrach-

tet man eine Zeitstufe R € {2,...,T — 1} und definiert die Kostenfunktion zur Zeit R

und im Zustand (x%), [(]%) cR” x R R als

Qr(aly, [(1%) = (Qr)
T .
min B | > (&), 2 (&) | €ir) = 5[(1%]
t=R+1
so dass z; : R®" — X, messbar, t=R+1,...,T,

Art1,0(6r+1)2R+1(8[R+1)) = hrRy1(ERY1) — AR+1,1(§R+1)$%)» (10.1)
Aro(&e)we(€r) + Ara(€)ze—1(Ep—y) = Me(&), t=R+2,....T.

Dabei bezeichnet fiir eine Funktion f der Term E[f(&;41,...,&7)[&r) = & [(2]} die be-
dingte Erwartung von f(§:11,...,&r), gegeben dass der Zufallsvektor &) den Wert
5[(1% annimmt. Die Kostenfunktion Q R(m%),g [(}%) gibt die erwarteten, minimal erreich-
baren Kosten an, die nach dem Zeitpunkt R anfallen, wenn bis zum Zeitpunkt R der Wert

13 [(% beobachtet und in R die Entscheidung x%) getroffen wurde.

Mit Hilfe dieser Kostenfunktion kann das Problem (P) in der folgenden dynamischen

Form geschrieben werden:

R

min E Y "(be(&), (&) + Qr(zr(Er): €r)) (Qo)

t=1

so dass x; : R®" — X, messbar, t=1,...,R,

Aro(€)ze(€r) + Avi(€e)ze—1(&p—1)) = (&),  t=2,...,R.

Diese Formulierung hat den Vorteil, dass das Originalproblem (P) in ein Problem fiir die
ersten R Zeitstufen (Qp) und je ein Teilproblem (Q ) fiir jede Realisierung & [(I% von §[g)
zerfillt, vgl. Abbildung 10.1.

3Der Zufallsvektor .ﬁ[R] kann die Werte 5[(]% ,t=1,...,npR, annechmen.
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Abbildung 10.1: Zeitliche Dekomposition eines stochastischen Programmes

10.2.3 Benders Dekomposition

Innerhalb des Benders Dekompositionsverfahrens [1, 18, 22] werden nun die unbekann-

ten stiickweise linearen konvexen Funktionen
Qr(- &) RT = RU{+00}, i=1,...,np,

in Problem (Qg) sukzessive durch unterschitzende lineare Approximationen in Form
von Schnittebenen ersetzt. Die so erhaltene Approximation des Problems (Qg) ist ein
lineares Optimierungsproblem und wird als Masterproblem bezeichnet. Die Losung des
Masterproblems liefert Entscheidungen x%), i =1,...,ng in den Endknoten des Mas-
terproblems. Lost man nun die linearen Teilprobleme (Qg) in diesen Punkten, d.h. be-
rechnet man die Funktionswerte Q R(a:%), 5[(1% ), so erhilt man aus den dualen L3sungen
Schnittebenen, die zur Verbesserung der Approximation von Qr(-,§ [(}%) und damit zur
Aktualisierung des Masterproblems genutzt werden konnen.

Das Masterproblem und die Probleme (Qpr) werden nun abwechselnd gelost, bis alle
notigen Schnittebenen zur Approximation von (Qp) bestimmt wurden. Die Entscheidun-
gen x%), in denen die Funktionen Qg(-, 5[(1%) ausgewertet werden, stammen aus einer
Losung des Masterproblems. Durch dieses Vorgehen wird erreicht, dass die Funktionen
Or(+¢ [(1% ) vornehmlich dort gut approximiert werden, wo ihre Werte fiir die Lésung von
(Qp) tatséchlich von Interesse sind. Fiir eine detaillierte Darstellung dieser Vorgehens-
weise sei auf [18, 22] verwiesen, die Modifikation dieses Algorithmus fiir rekombinie-
rende Szenariobdume wird in Abschnitt 10.3 ausfiihrlicher erklart.

Fiir lange Zeithorizonte 7" konnen die Teilprobleme (Qr) weiter zerlegt und selbst mit-

tels des oben beschriebenen Approximationsverfahrens gelost werden. Dieses Vorgehen



wird als Nested Benders Dekomposition [1] bezeichnet. Allerdings wichst mit der An-

zahl der Knoten zum Zeitpunkt R auch die Anzahl der zu approximierenden Funktionen
QR(~, g[(}l%)]), = 1, ..., NR.

10.2.4 Rekombinierende Szenariobiume

Eine besondere Situation ergibt sich, wenn die in zwei Knoten ¢ und j zu einem Zeitpunkt
R ansetzenden Teilbdume iibereinstimmen, d.h. die entsprechenden bedingten Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen von (g1, . . . ,&€r) identisch sind:

PlErin &) =a | &m = €0] =P [€rirr o &0) = a | &m =]
(10.2)

fiir alle a € R* (7=, vgl. linke Grafik in Abbildung 10.2. Ein Ansatz zur Konstruktion
von Szenariobdumen mit der Eigenschaft (10.2) wird in Abschnitt 10.5 vorgestellt.

Abbildung 10.2: Szenariobaum (schematisch) mit Eigenschaft (10.2), R = 3 und mpr = 2, d.h. zwei ver-
schiedene Teilbdume beginnen zur Zeit 3; die schwarzen und die grauen Béume stimmen

jeweils tiberein.

Ohne die zeitkoppelnde Restriktion (10.1) ist die Kostenfunktion Q R(xg), ¢ [(1%) unab-
hingig vom Wert x%). Dann geniigt es, innerhalb der Benders Dekomposition nur eines
der beiden identischen Teilprobleme Q R(m%), [(g]) und Q R(ng), [(;])) zu 16sen”. Insbe-
sondere kann man dann den Prozess & durch einen Szenariobaum darstellen, in welchem
die Knoten 7 und k& zusammengelegt, d.h. rekombiniert werden, vgl. Abbildung 10.2.
Durch wiederholtes Rekombinieren in verschiedenen Zeitstufen ergibe sich ein Szena-
riobaum, dessen Knotenzahl nunmehr linear statt exponentiell mit der Anzahl der Zeit-

stufen wichst.

“Dies gilt auch, wenn die optimalen Entscheidungen mg? und scg) in den Knoten ¢ und & {ibereinstimmen.



(@)

Da im Allgemeinen jedoch die optimalen Entscheidungen x ;" und ng)

unterschiedlich
ausfallen werden, ist die Verwendung eines derart rekombinierenden Baumes zur Lo-
sung eines Optimierungsproblems mit zeitkoppelnden Restriktionen nicht ohne Weiteres

moglich. Allerdings kann Eigenschaft (10.2), d.h. die Ubereinstimmung von Teilbiumen,

(k)
(R] )

impliziert. Einerseits ermdglicht dies die simultane Approximation® der Kostenfunktio-

von Nutzen sein, da diese die Identitéit der Kostenfunktionen Qg(+, & [(g]) und Qr(-, &

nen, was bereits zu einer verbesserten Konvergenz des Losungsalgorithmus fiihrt.

Andererseits werden bei einer gro3en Zahl von Knoten innerhalb der Benders Dekompo-
sition sehr viele Teilprobleme (Qp) geldst, die sich nur in den auf der rechten Seite auf-
tretenden Grofien x%) unterscheiden, vgl. (10.1). Da die Optimalwerte der Teilprobleme
stetig von der rechten Seite abhiingen, geniigt es, eine Auswahl weniger “reprisentativer”
rechter Seiten zu beriicksichtigen, d.h. erfiillen ¢ und % die Eigenschaft (10.2) und hat
man dhnliche Werte x%) und x%c), so 16st man nur eines der Teilprobleme Q R(:c%), £ [(I%)
und Q R(m%f), 5[(1’%)) Dieses Vorgehen wird im nédchsten Abschnitt genauer beschrieben

und kann als dynamisches Rekombinieren von Szenarien interpretiert werden.

10.3 Einfache Dekomposition mit rekombinierenden Biumen

In diesem Abschnitt wird zunédchst die Situation betrachtet, dass der Szenariobaum die
Eigenschaft (10.2) in einem Zeitpunkt R € {1,...,T — 1} besitzt. Es wird ein Losungs-
algorithmus vorgestellt, der diese Eigenschaft ausnutzt und das Originalproblem im Zeit-
punkt R zerlegt. Im nédchsten Abschnitt wird dieses Verfahren zu einer mehrfachen De-
komposition erweitert.

Die Benders Dekomposition betrachtet die dynamische Formulierung (Qg) des Problems
(P) und approximiert die (konvexen und stiickweise linearen) Funktionen Qg+, ¢ [(11,3 ),
i = 1,...,ng, von unten durch lineare Funktionen, vgl. Abbildung 10.3. Diese Un-
terschitzer werden durch das Losen der linearen Optimierungsprobleme (Q r) beziiglich
einer adaptiv gewéhlten Folge von Punkten zp € R” bestimmt. Ist dabei das Problem

(Qp) fiir einen solchen Punkt zuldssig, so ldsst sich aus dessen Losung die Ungleichung
7+ (7.2 —35) < (@) £(@) s (@) T
g+ (mxp —Zr) < Qr(zp ,§[R]) firalle z;’ € R (10.3)
ableiten. Dabei ist § := Qr(ZTg, & [(}%) der Optimalwert des Problems (Qg) und

7:=E [AR+1,1(£R+1)T7TR+1(£R+1) ‘5[12] = f[(;)]} ;

wobei 741 (&r+1) der Teil der dualen Losung von (Q ) ist, welcher zu der zeitkoppeln-
den Restriktion (10.1) gehort. Die linke Seite der Ungleichung (10.3) stellt eine lineare

5Das bedeutet, dass die Schnittebenen, die zur Approximation jeweils einer der Kostenfunktionen verwen-

det werden, ebenfalls zur Approximation der anderen dienen.



Funktion in x%) dar und wird als Optimalitditsschnitt bezeichnet, da sie den Optimalwert
Q R(:c%), [(2]) von (Qg) (nach unten) approximiert.

Falls das Problem (Qp) fiir den gegebenen Referenzpunkt Zp unzulissig ist, so ldsst
sich eine Ungleichung (d, xﬁ,?) < e bestimmen, welche fiir Zp verletzt ist, aber fiir
jene x%) erfiillt ist, fiir die (Qr) eine zuldssige Losung besitzt, vgl. [22]. Diese Art von
Ungleichung wird als Zuldssigkeitsschnitt bezeichnet.

Abbildung 10.3: Approximation einer Funktion Qg (-, & %)) durch Schnittebenen

Die Kostenfunktion Qg(-, ¢ [(;)]) ist durch die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung des
Zufallsvektors ({41, - - ., &7) unter der Bedingung {&;) = f[(;)]} bestimmt. Diese Ver-
teilung ist wiederum durch den im Knoten ¢ zur Zeit R ansetzenden Teilbaum des Sze-
nariobaums festgelegt. Ist der den Prozess £ beschreibende Szenariobaum nun derart,
dass einige der in Zeitstufe R ansetzenden Teilbdume iibereinstimmen, also die Be-
dingung (10.2) fiir zwei Knoten i,k € {1,...,ng} erfiilt ist, so stimmen auch die
Funktionen Qg(+, ¢ [(1%) und Qg(, ¢ [(}];])) iiberein und kénnen simultan approximiert wer-
den. Dies bedeutet, dass jede die Funktion Q R(~,£[(}%) approximierende Schnittebene
ebenfalls zur Approximation von Qg(-, ¢ [(g) verwendet werden kann und umgekehrt,
vgl. Abbildung 10.4. Um dies zu formalisieren sei eine (nicht-surjektive) Abbildung
A {l,...,nr} — {1,...,ng} definiert, die jedem Knoten i zur Zeit R einen (be-

liebigen) reprisentativen Knoten &£ mit dem gleichen Teilbaum zuordnet:
A1) :=k firallei € {1,...,ng}, die mit k Bedingung (10.2) erfiillen. (10.4)

Der Wert des Prozesses £ in dem reprisentativen Knoten A(z) zur Zeit R wird im Fol-

genden mit )\(5[(;]) = 5[(%(“) bezeichnet.

Fiir gegebene Mengen von Optimalitdtsschnitten Cop (A (€ [(;)])) und Zuldssigkeitsschnit-

ten Creas(A(E [(1%)) fiir die Funktion Qg(-, 5[(1%) definiert man das folgende Masterpro-
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Abbildung 10.4: Zeitliche Dekomposition mit rekombinierendem Szenariobaum

blem®, vgl. [1, 18, 22]:

R
min B Z be (&), 2 (&) + wr(&ir) )] Q5
so dass xy : Rs't — X, messbar, wp:R*® — Rmessbar, t=1,...,R,
At o(&)xe (&) + Ara (&) e—1(&[i—1)) = he (&), t=2,...,R,
(d, xR(é[R]» <e, (d,e) € CfeaS()‘(é[R]))v
g+ (7,xr(§R) — Tr) —wr(&R)) <0, (TR, q,7) € Copt(A(§R]))-

Da die (unbekannten) Funktionen Qr (-, £ [(I%) hier durch lineare Unterschitzerfunktionen
ersetzt wurden, liefert die Losung von Problem (QOL) eine untere Schranke an den Opti-
malwert von Problem (P).

Wie in Abschnitt 10.2.3 beschrieben, passt der in Abbildung 10.5 dargestellte Losungs-
algorithmus durch Einfiigen von Schnittebenen in Cop(-) und Cre,s(-) das Masterpro-
blem (QOL) adaptiv an das Originalproblem (Qg) an. Insbesondere werden dabei beim
Losen von Teilproblemen Q R(J:gf), [(Z )und Q R(x [(g) Schnittebenen in dieselben
Mengen C’opt()\(g[(g])) und Creas (A (€ [ R])) eingefiigt. Durch dieses simultane Aufdatie-
ren kann bereits eine deutliche Beschleunigung des klassischen Benders Algorithmus

erreicht werden.

%Die Schreibweise (d, zr(§Rr))) < e fir (d,e) € Creas(A(§[r))) in den Nebenbedingungen von
(Q{)‘ ) bedeutet, dass diese Bedingung fiir alle moglichen Realisierungen von &) gestellt wird, d.h. es wird
(d, xR(g[(g])) < efiir (d,e) € Cfeas()\(f[(;%)) und i = 1,...,npg gefordert. Analog gilt dies fiir die Opti-

malitétsschnitte.



Falls die Anzahl der Knoten n i sehr grof} ist, so muss auch eine sehr grofe Zahl verschie-
dener Teilprobleme Q R(x%), 5[(1%), 1 = 1,...,ng, gelost werden. Eigenschaft (10.2)

fithrt nun aber dazu, dass nur noch wenige verschiedene Teilprobleme Qg(-, )‘(f[(z%))

jeweils in einer sehr groen Anzahl von Punkten x%) betrachtet werden miissen. Da nun

der Wert Q R(m%) S (€ [(Jl?)])) stetig von x%) abhingt, ist es naheliegend, sich auf die Be-
rechnung von Qg (-, A(¢ [(g] )) in einer reduzierten Auswahl von Punkten zu beschrénken.
Diese Selektion wird in Schritt 4 des in Abbildung 10.5 dargestellten Algorithmus durch-
gefiihrt; die Genauigkeit dieser Operation wird durch den Parameter p gesteuert und im
Verlauf der Optimierung sukzessive erhoht. Somit werden die Teilprobleme in Knoten %
und k wihrend einer Iteration des Algorithmus’ identifiziert, falls sich die zeitkoppelnden

g) und x%f) in diesem Iterationsschritt um weniger als den Wert p unterschei-

Variablen x
den. Dieses Vorgehen kann als dynamisches Rekombinieren von Szenarien interpretiert

werden.

1. Setze Creas(+) := &, Copt(+) == {(0,L,0)} und p := pyart, wobei die Konstante

L eine untere Schranke an Qg (-, -) ist.
2. Lose das Masterproblem (Q%).

3. Falls (Qg ) unzuléssig ist, so stoppe: (Qp) ist unzulissig.
Andernfalls sei (7, w) eine Losung von (QF).
. G . _ ) ) = (D) .
4. Firalle . i = 1,...,np: Falls kein 2" mit |5 :rR(f[R])H < p existiert,

fiir welches Q R(ocg), A& [(2] )) bereits bestimmt wurde:

(a) Bestimme QR(ER(g[(Q]), )\(5[(2])) durch Lésung von (QR).
(b) Falls (Qr) unzulissig ist, so konstruiere einen Zuléssigkeitsschnitt und
fiige diesen zu Creas (A (€ [(1% )) hinzu.
(c) Falls (Qg) zulissig ist und QR(JER(f[(%), )\(5[(]%)) > wR(g[(;)]), so kon-
struiere einen Optimalititsschnitt und fiige diesen zu Cop (A (€ [(]2] )) hinzu.
5. Falls Optimalitits- oder Zuldssigkeitsschnitte generiert wurden, gehe zuriick zu

2.

Sonst: Falls p > peng, verringere p und gehe zuriick zu 2.

Sonst: Falls p < peqq, stoppe. Problem (Qg) wurde (peng-) optimal gelost.

Abbildung 10.5: Losung von (Qp) mittels einer modifizierten Benders Dekomposition.

Der Losungsalgorithmus stoppt wenn das Masterproblem (QF) unzulissig ist oder die

Generierung von Schnittebenen mit minimalem p = pe,q beendet ist. Im ersten Fall



bedeutet dies die Unzulissigkeit des Originalproblems (Qg), wihrend im zweiten Fall
eine (peng-) optimale Losung von (Q) bestimmt wurde, vgl. Proposition 10.4.1. Andere
Stoppkriterien, welche es erlauben den Algorithmus mit p > peng zu beenden sobald der
Approximationsfehler unter eine vorgegebene Toleranz fillt, werden in Abschnitt 10.4.2
diskutiert.

10.4 Mehrfache Dekomposition mit rekombinierenden Baumen

Besitzt der den Prozess & beschreibende Szenariobaum die Eigenschaft (10.2) in mehre-

ren Zeitpunkten Ry, ..., R, mit

0="Ry< R <...<R,<Rpy1:=T,

so ldsst sich der im letzten Abschnitt vorgestellte Dekompositionsalgorithmus rekursiv

erweitern.
Wie in Abschnitt 10.2.2 definiert man dazu Kostenfunktionen durch Qr ., = 0 und
QR (x(}éivg[(]l%)]]) = (Qr,)
Rji1 '
min E Z (be(&e), ¢ (&) + Qr, s (TR, (§1R11))s (R 501) | ER,) = 5[(37.]
t=R;+1 '
sodass x; : R®* — X, messbar, t=Rj+1,...,Rj41,

AR;+1,0(€R;+1)TR;+1([R, +17) = hr,+1(ER;4+1) — ARj+1,1(€Rj+1)$%j.

Apo(&e)re(§) + Aea(Ee)re—1(&p—)) = he(§e), t=R; +2,..., R,

fir j = 0,...,n. Wieder stimmen die Funktionen Qp, (-, 5[(1%]) und Qg (-, f[(g]) iibe-
rein, falls die Knoten ¢ und k zur Zeitstufe R; die Bedingung (10.2) mit R = R; erfiillen.
Wie in Definition (10.4) seien fiir j = 1,...,n Abbildungen A; definiert, die jedem Kno-
ten ¢ im Zeitpunkt R; einen reprisentativen Knoten k mit dem gleichen Teilbaum zuord-
nen. Es sei m; die Anzahl verschiedener Teilbdume, die im Zeitpunkt R; ansetzen. Fiir
i=1,...,m; bezeichnet /\f) =& [(;‘j](i)) den Wert von £ bis zum i-ten reprisentativen

Knoten’ zum Zeitpunkt R;.

"Der Wert i in der Definition von )\y) bezeichnet einen beliebigen Knoten zum Zeitpunkt 12, der ebenfalls
den i-ten Teilbaum besitzt, d.h. A; (i) = 1.



10.4.1 Losung mit mehrfach rekombinierenden Bdumen

Analog zu (Qg) seien fiir j = 0,...,nund ¢ = 1,...,m; die Masterprobleme
Ok, (e (1)) = Q%)
R.7'+1
min B |7 (0u(€0) we(€)) +wn,. (€myn)| €im = &R
P v t\St)s LE\S[t] Rj11\S[R;41]) | S[R;] [R;]
A t=R;+1
sodass @y : R — Xy wg, R+ — Rmessbar, t=R;+1,...,Rj1,

AR;+1,0(6R,;+1)TR;+1 (&R, +1)) = hRr;+1(&R;+1) — AR_7+1,1(5R_7+1)$§2’
At o(&e)ze (&) + Aea(&e)e—1(§pe—)) = he(&), t=R;+1,...,Rjyq,
(d, 2R, 1 (§(Rr,40))) S € (d,€) € Creas(Aj+1(€[Rr, 1))
G+ AT, 2R, (&R;41]) — TRya) — WR, ., (§R,u0)) <0,

(ijj+1’67 77-) € COPI(Aj+1(§[Rj+1]))7

definiert, wobei C(,pt()\g-a)_l) und Cheas(A j +1) i =1,...,mjt1, Mengen von Optima-
litdts- bzw. Zuldssigkeitsschnitten sind, welche die Funktion Qléjﬂ( ,Agll) approxi-
mieren®, siehe auch [15].

Der Losungsalgorithmus 16st die Masterprobleme (Qﬁj), 7 =10,...,n, abwechselnd in
einem Vorwirts- und einem Riickwirtsmodus, vgl. auch Abbildung 10.6. Der Vorwdirts-
modus dient der Weitergabe primaler Information in Form von Kontrollpunkten an zu-
kiinftige Zeitstufen. Dabei werden nacheinander die Masterprobleme in den Zeitstufen
Ry, ..., R, gelost. Dabei liefert das Losen der Probleme zum Zeitpunkt 12;_; Mengen

@), (@) (1)

Z ]@ von Paaren (z R, Wr, ), wobei wp, der Wert der Schnittebenenapproximation von

Qﬁj (- )\f)) in der Entscheldungsvarlablen x%i ist. Im Zeitpunkt R; werden die Funk-

tionen QIL% (- )\(Z)) ¢ =1,...,m,;, fiir die Werte :ER aus Z( 2 berechnet, d.h. die Pro-
bleme (Q%.) gelost. Falls nun ng < Qf, (% R, ,)\( ), so ist die Approximation an der
Stelle x%) noch nicht exakt und ein Optimalitits- oder Zulédssigkeitsschnitt wird aus der
Losung von (QL ) generiert, vgl. Abschnitt 10.3 bzw. [22]. Falls (QL ) zuldssig war, so
werden die Losungen TR, (-) zusammen mit den Werten wg,_, (-) aus der Losung von

(Qﬁj) den Mengen 2% k= 1,...,m; 44, fiir den nichsten Zeitschritt 17,1 zugefiigt.

i+1°
Falls ein Teilproblerrf unzuldssig war, d.h. der zugehorige Kontrollpunkt durch einen
Zuldssigkeitsschnitt in der vorhergehenden Zeitperiode abgeschnitten werden muss, so
wechselt der Algorithmus kurzfristig in den Riickwiértsmodus.

Der Riickwdrtsmodus dient der Riickgabe dualer Information in Form von Optimalitéts-
und Zuldssigkeitsschnitten an zuriickliegende Zeitstufen. Dabei werden nacheinander die

Masterprobleme (Qf:ij) der Zeitstufen R,,, ..., Ry in den im Vorwirtsmodus erzeugten

8Fiir j = n ist QIL%'JA (+,-) =0, d.h. es sei Cres(+) := @ und Copi(-) := {(0,0,0)} in (QIL%n).



Punkten xgz ez J(Z) gelost. Die Losung eines Masterproblems zur Zeit R; aktualisiert
dabei gegebenenfalls die im Vorwirtsmodus bestimmten Schnittebenen. Die aktualisier-
ten Schnitte werden zu Copl()\g-z)) bzw. Cfeas()\g-l)) hinzugefiigt, d.h. die Masterprobleme

zur Zeit R;_; werden aufdatiert.

(QF)

Abbildung 10.6: Schematische Darstellung des Dekompositionsalgorithmus fiir mehrfach rekombinierende

Szenariobdume

Der Algorithmus ist beendet wenn entweder das Masterproblem (QF) in der ersten Zeit-
stufe unzuldssig ist, oder alle Masterprobleme zur Optimalitdt gelost werden konnten
und keine Schnittebenen mehr generiert werden. Im ersten Fall ist auch das Originalpro-
blem (P) unzuléssig, im zweiten Fall wurde es zur Optimalitit gelost. Eine detaillierte
Beschreibung des Nested Benders Algorithmus findet man in den Arbeiten [1, 9, 18].
Im allgemeinen Fall entspricht die Anzahl der Teilprobleme zur Zeit I2; der Anzahl der
Knoten ng,; des Baumes zum Zeitpunkt R;. Im betrachteten Fall tibereinstimmender
Teilbdume gibt es nur m; verschiedene Teilprobleme, und damit auch nur m; zu appro-
ximierende Kostenfunktionen. Daher kann so eine deutlich schnellere Konvergenz des
Losungsalgorithmus erreicht werden. Allerdings muss jedes der m; verschiedenen Teil-
probleme wiederum fiir alle Punkte mgz € Z ]@ gelost werden. Wie in Abschnitt 10.3
erlaubt es die Stetigkeit der Funktionen QIL%J_ (- /\EZ)) wieder, die Mengen Z j@ derart zu
reduzieren, dass die verbleibenden Punkte paarweise jeweils einen Abstand grofer als
ein Parameter p zueinander haben.

Zu Beginn des Losungsprozesses sind noch keine Informationen (in Form von Schnit-
tebenen) iiber die Kostenfunktionen in den Masterproblemen bekannt. Daher konnen hier
Punkte :UEQ generiert werden, die noch weit von einer optimalen Losung entfernt liegen.
Wiihlt man zu Beginn nun einen grolen Wert fiir p, so werden nur wenige dieser Punkte
ausgewertet und die Kostenfunktionen fernab der optimalen Losung nicht unnétig genau

approximiert. Hat man den Baum einige Male mit hohem Wert von p durchlaufen, so



liefern die Masterprobleme bereits eine grobe Darstellung der Kostenfunktionen und die
im Folgenden generierten Kontrollpunkte befinden sich bereits in der Néhe der optimalen
Losung. Reduziert man nun den Parameter p sukzessive, so werden die Approximationen
der Kostenfunktionen in der Nihe der optimalen Lésung weiter verfeinert. Die Wahl des
letzten, minimalen p-Wertes, fiir welchen Kostenfunktionen ausgewertet und Schnittebe-

nen generiert werden, bestimmt damit auch die Giite der approximierten Losung:

Proposition 10.4.1 ([15]). Es sei v der Optimalwert von (P) und v” der Optimalwert
der Approximation (QF). Ist (Q R;) 16sbar® fiir alle a:gz € Xg;, so gilt die folgende
Aussage: Der Nested Benders Dekompositions-Algorithmus mit Reduktion der Mengen
Z j@, i=1,...,m;, stoppt nach endlich vielen Schritten mit einer Losung von (QF) die

p-optimal fiir (P) ist, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0, so dass

lv — vl < Cp. (10.5)

10.4.2 Ein adaptives Abbruchkriterium durch Verwendung oberer Schranken

Die Wahl des Parameters p erlaubt eine Steuerung der Approximationsgiite und hat einen
erheblichen Einfluss auf die Laufzeit des Losungsalgorithmus [15]. Einerseits zeigt Pro-
position 10.4.1, dass fiir hinreichend kleine Werte von p die Genauigkeit der Approxima-
tion beliebig gut wird. Andererseits ist der Wert der Grofie C' in (10.5) im Allgemeinen
nicht bekannt und der tatsichliche Approximationsfehler mitunter deutlich kleiner als
Cp. Daher ldsst sich aus der Abschitzung (10.5) im Allgemeinen nicht ableiten, wie p
gewdhlt werden sollte um eine festgelegte Approximationsgiite zu garantieren.

Im Folgenden wird eine Moglichkeit studiert den Approximationsfehler g, (-, )\j@) —
Qﬁj (-, /\g.i)) und damit den Term |v — v%| wiihrend des Losens abzuschitzen. Diese
besteht darin, zusétzlich zu den unteren Approximationen QIL%j (-, )\?)) auch obere Ap-
proximationen ng (- )\g)) zu bestimmen. Solche oberen Schranken lassen sich rekursiv
wie folgt bestimmen. Es sei Y;41 ( )\gl) eine Menge von Punkten y € Xp, , und Werten
(jg , von denen bekannt ist, dgss sie den Wert Q Rj41 (y, )\gi)rl) tiberschitzen. Aufgrund der
Konvexitit von Qg ., (-, )\5:)_1) lasst sich dann mittels Interpolationen der Werte (jg eine
Funktion konstruieren, die Qg , , (-, A§21) nach oben abschiitzt, Vglﬁ. Abbildung 10.7. Er-
"

interpolierende Funktion, so erhilt man wiederum eine obere Schranke an Qg (-, A

setzt man im Masterproblem (Qg;) die Kostenfunktion Qg , (-, \;{) durch eine so[che

(,i))
s s j ’
Formal sei dazu zunichst Q%n(~, )\gf)) = Og, (- ,\53)), 1 = 1,...,m,, definiert. Fiir

“Diese Voraussetzung dient hier zur Vereinfachung und ist bei geeigneter Reduzierung der Mengen Z;i)

nicht notwendig, vgl. [15].



7 =0,...,n — 1 sei weiterhin

QY (z) M) = Q%)
Rj1 =
1213 E Z (bs(&t), 2¢(&14)) + Z oy (&R, 1)) ‘jzllj §r,) = )‘y)
’ t=R;+1 yEY 1 (Nj1(§(r;441)
sodass z; : R®" — X, messbar, t=R;+1,...,Rj1,

AR;+1.0(&R,+1)7R;+1(&R,+1)) = hRr;+1(&R;+1) — ARJ-+1,1(£R,-+1)1'EL2’

At,o(ﬁt)ﬂft(ﬁ[t]) + At,l(ﬁt)xt71<€[t71]) = ht(ﬁt)7 t= Rj +2,..., Rj+1>

oy : R it — R messbar, Y € Yjr1(Aj+1(€[r411))5

:I"Rj+1 (é[RJ‘+1]) = Z ay(g[RjJrl]) Y

y€Yj+1(>\j+1(‘5[Rj+1]))

Z ay(S[Rj+1]) = 17

yeYj1(Njr1(§[r;441))

wobei die Mengen Y1 ()\521), i=1,...,mjqq,aus Kontrollpunkten (oder Stiitzstellen)
ye Y )\;i)) bestehen, fiir die der Wert g, := Q% . (y, )‘§21)’ bereits berechnet wur-
de. Die Wahl der o (&g, , ,)) zwingen die Kontrollpunkte z g, ,, (§(r, ., ,)) €inen Punkt in
der konvexen Hiille von Yj1(A;j11(&[R,,,))) anzunehmen. Die Kosten dieses Punktes
im Sinne der Kostenfunktion Qg , (-, Aj+1(&[r,,,))) werden dann aus der zugehdrigen
Konvexkombination der bekannten Werte (jg nach oben abgeschitzt.

Abbildung 10.7: Obere Schranken (gestrichelt) an Kostenfunktionen mittels Konvexkombination aus bereit
bestimmten Werten in Punkten g.

Die Stiitzstellen Yj(/\f)), i=1,..., m;, werden analog zu den Optimalitits- und Zu-
(@)

i)

leer, wodurch (Q%J) fiir j < n den Wert +o0o0 annimmt. Wéhrend der Algorithmus den

lassigkeitsschnitten gebildet. Zu Beginn des Losungsprozesses sind die Mengen Y (A

Baum im Vorwirts- und Riickwartsmodus durchlduft, werden die Probleme (Q%j) fiir

verschiedene xg) € Z ]@ gelost. Liefert (Q%j) eine zuldssig Losung, so wird xgz zu

J

Y; (/\f)) hinzugefiigt und damit die Approximationen zur Zeitstufe [2;_; verbessert.



Die Approximationen (Q%J_) liefern sowohl ein “lokales” (d.h. auf einzelne Knoten be-
zogenes) als auch ein “globales” (d.h. auf den gesamten Baum bezogenes) Abbruchkrite-
rium: Wurde fiir einen Kontrollpunkt a:gz sowohl die untere Schranke Qﬁj (Igj , )\?)) als
auch die obere Schranke Q%j (mgz , )\;g)) bestimmt und liegen diese nahe genug beiein-
ander, so miissen die Kontrollpunkte xr, . , (-) aus der Losung von (QIL%j) nicht mehr an
die nichste Zeitperiode weitergegeben werden, da der zu approximierende (unbekannte)
Wert O, (xg , /\f)) zwischen der unteren und oberen Schranke liegen muf. Bezeichnet

vY den Optimalwert von (Q%O), so erhilt man die Fehlerabschiitzung

U—ULSUU—UL.

Dies bedeutet, dass der Losungsalgorithmus beendet werden kann, sobald der Wert v¥ —
v’ eine gegebene Toleranz unterschreitet. Abhingig vom Problem kann dies bereits fiir

relativ groe Werte von p erreicht werden, vgl. [15].

10.5 Konstruktion rekombinierender Szenariobiume

In diesem Abschnitt wird eine Methode zur Konstruktion von Szenariobdumen vorge-
stellt, welche die Eigenschaft (10.2) fiir gewisse Knoten zu verschiedenen Zeitstufen
Ry, ..., R, besitzen. Ausgehend von einer Menge von Szenarien, die beispielsweise aus
historischen Daten oder einer Simulation stammen konnen, wird durch stufenweises Zu-
sammenfassen der Szenarien zu Knoten der Baum konstruiert. In diesem Sinne ist die

vorgestellte Methode eng verwandt mit dem in [12] entwickelten Verfahren.

Die im Zeitpunkt ¢ = 1 iibereinstimmenden N Ausgangs-Szenarien seien mit ¢ ‘=
(¢F',...,¢8), " =1,...,N, bezeichnet. In dem in Abbildung 10.8 beschriebenen Al-
gorithmus werden einerseits fiir jede Zeitperiode [R; + 1, R;1] nicht-rekombinierende
Szenariobdume konstruiert (Schritt 2), andererseits werden zum Zeitpunkt R;,; Knoten
verschiedener Teilbdume mit dhnlichen Werten identifiziert. Diese Knoten erhalten dann
den gleichen Teilbaum fiir die folgende Zeitperiode [R,+1 + 1, R;+2] (Schritt 1). Die
verwendete Notation wird in Tabelle 10.1 erkldrt. Die Werte m;, nj(h), und s¢41(7),
welche die Struktur des Szenariobaumes bestimmen, konnen entweder a priori festge-
legt, oder innerhalb des Algorithmus so bestimmt werden, dass gewisse Fehlerschranken
eingehalten werden.

Die Bestimmung der Mengen A in den Schritten 1a und 2a,b sind sogenannte k—mean
clustering Probleme, welche man mit Hilfe der in [4, 11] vorgeschlagenen forward se-

lection Heuristik approximativ 16sen kann.



Initialisierung: Setze C'(1 b C(l) ={1,...,N} 759) = (1 und C(h> C(h D
fiir alle h, 7, 4.
Fiir j = 0, ..., n (Konstruktion fiir den Zeitraum [R; + 1, R;41].)
1. Falls j > 0: (Rekombinieren.)
(a) Finde eine Menge A = {a1,...,am;} C {1,..., N}, so dass der folgende

Abstand aller Knoten (h, 7) zur Zeit R; zum nichsten Element ¢** klein ist:

. .
Z glég Z ||(<§%J7757C§J)7( ;1%3-—77"'7 ;ZJ)H

h=1,...m;_1 i (h,1)
: eC
i=1,..., nR; (h) Rj

(b) Fiir alle Knoten (h, ) zur Zeit R;: (h = 1,...,mj—1,i = 1,...,ng,(h))
i. Bestimme ein a,/ € A so dass Szenario (“»’ nahe an Knoten (h, 7) liegt:
Qp’ earglrllqin Z ||(<§3j77'7"'7<;{j)_(C;lij—wuv IaéIJ)H
a € .
! i’ecg‘j’”
ii. Knoten (h,i) zur Zeit R; erhilt Teilbaum A’ fiir den Zeitraum [R; +

1, Rj4+1]; die Ausgangs-Szenarien die durch Knoten (h, ) gehen, werden

zur Konstruktion des Teilbaums h’ genutzt. Setze dazu
() . _ ~(r") (i)
QRj = QRj UCRj .

2. Fir h =1,..., m;: (Konstruktion der Teilbdume fiir [R; + 1, R;11])

(a) Finde eine Menge A = {a1,...,an, v+1(h)} - Q%‘j) so dass der folgende Term
J
klein wird: Z glélx}! ICR, +1 — (;Z+1\|.
i/egg’;

Fiir alle i’ € C’(hj): Wihle a; € argmin, . 4 HQia/jH - C;‘ngH und fiige i’ zu
C'I(gh Jr)l hinzu.

Definiere den Wert von g, +1 auf dem Knoten (h, ) durch 5%'21 =(E Rj+1-
Fiir alle Knoten (h,i) zur Zeit R (h = 1,...,mj_1,7 = 1,. MR, (h)) mit

C (h ) ¢ C ): definiere die Ubergangswahrschemllchkelt von (h i) zu (h, i):

(hyi h,i h,i h
Msw i l&my = €571 = C1/1C5).
(b) Firt = Rj + 1,...,Rj+1 —1:
Fiir alle Knoten 7 des Teilbaumes h zur Zeit ¢:

Finde eine Menge A = {au, . Z)} - C ) so dass der folgende Term

R Py
klein wird: Z mln ||§t_‘_1 ¢l
% Ec(h 1)

Fiir alle i’ € C’éh’b: Wihle a; € argmin, ¢, ¢y — ¢ty || und fiige @' zu
C " hinzu

t+1 . .

i hii hyi hi

Setze &4y 1= 7y wnd Bl€r = €47 1€ = &7 ) = [C01 /167

Abbildung 10.8: Konstruktion eines rekombinierenden Szenariobaums.



g Wert von Ausgangs-Szenario i’ zur Zeit ¢
§§i) Wert der Zufallsvariablen &; in Knoten 4
m; Anzahl der verschiedenen Teilbdume die zur Zeit R; beginnen (mo = 1)
(h,1) Knoten ¢ des Teilbaumes h
ne(h) Anzahl der Knoten des Teilbaumes h zur Zeit R;
st+1(?1)  Anzahl der Knoten zur Zeit ¢ + 1, die von Knoten ¢ zur Zeit ¢ ausgehen
T Liange des zuriickschauenden Zeithorizonts beim Rekombinieren
C’t(h‘i) Teilmenge von {1, ..., N}, bezeichnet die Ausgangs-Szenarien ¢ 4
die zur Zeit ¢ im Knoten (h, ) liegen

C(PZ) Teilmenge von {1,..., N}, bezeichnet die Ausgangs-Szenarien (i/

die in Teilbaum h mit Beginn zur Zeit R; liegen

Tabelle 10.1: Bezeichnungen innerhalb des Baumkonstruktionsalgorithmus.

10.5.1 Stabilitit

Mit dem oben vorgestellten Approximationsverfahren kann man aus einer Menge von
Szenarien ( eines zugrunde liegenden stochastischen (Original-)Prozesses ¢ einen re-
kombinierenden Szenariobaum konstruieren. Es stellt sich die Frage, unter welchen Be-
dingungen diese Art der Approximation konsistent ist, d.h. wann beispielsweise der mit
Hilfe eines solchen Szenariobaums & berechnete Optimalwert v(£€) nahe am Optimalwert
v(¢) des Originalproblems liegt. In [14] wurde gezeigt, dass unter gewissen Vorausset-
zungen an den Ausgangsprozess ¢ sowie die Struktur des Optimierungsproblems der
Optimalwert v(&) des approximierten Problems bei Verfeinerung der Diskretisierung in
der Tat gegen den Optimalwert v(¢) des Originalproblems konvergiert. Neben gewis-
sen technischen Voraussetzungen ist dies die folgende Voraussetzung an die Struktur des

Originalprozesses ¢:

Annahme. Der Prozess ¢ ist durch die folgende Rekursion definiert:

Cir1:= g1 ((Ct—ry- -, Ct)s Et41) (10.6)

wobei (et)t=17..,,T eine Folge unabhiingiger Zufallsvariablen ist und g,y; eine Abbil-
dung von R* ("*1) nach R*, die die folgende Lipschitz-Bedingung erfiillt: Es gibt eine
Konstante L > 0, so dass

t

gt+1 ((Ct—‘ra s G, 5t+1) — gt+1 ((ét—‘ra ) ét); 5t+1) H <L Z ¢ — ér”

r=t—T

(10.7)

fiir alle moglichen Werte (Ct—r, - - ., (), (ét_T, ce @) des Zufallsvektors ({i—r, ..., Ct)



und alle Werte €441 von ;1. Bedingung (10.7) kann relaxiert werden, indem man einen

Lipschitz Faktor L betrachtet, der von den Werten ¢, (A und €41 abhédngen darf.

Diese Bedingungen werden beispielsweise durch die in einer Vielzahl von Anwendungen

genutzten autoregressiven Zeitreihenmodelle erfiillt.

10.6 Schlussbemerkungen

In diesem Kapitel wurde eine Modifikation der Nested Benders Dekomposition fiir mehr-
stufige stochastische Optimierungsprobleme vorgestellt, die auf dem Konzept rekombi-
nierender Szenariobdume beruht. Der Dekompositionsansatz ermdéglicht dabei das “dy-
namische Rekombinieren” von Teilbiumen in Abhéngigkeit von den betrachteten Werten
der Entscheidungsvariablen. Dies erlaubt es, zeitkoppelnde Restriktionen in das Konzept
rekombinierender Szenariobdume zu integrieren. Weiterhin wurde ein auf [12] basieren-
der Algorithmus zur Konstruktion von rekombinierenden Szenariobdumen vorgestellt.
Wie in [7] gezeigt, ldsst sich das vorgestellte Dekompositionsverfahren unmittelbar auf
Probleme mit diskreten Entscheidungen in der ersten Stufe verallgemeinern. Diskrete
Entscheidungen nach dem ersten Rekombinierungszeitpunkt fiihren dagegen im Allge-
meinen zum Verlust der Konvexitit der zu approximierenden Kostenfunktionen, so dass
sich eine wie in Abschnitt 10.2.3 diskutierte Schnittebenenapproximation nicht ohne
Weiteres bestimmen lisst. Eine Moglichkeit zur Beriicksichtigung diskreter Entschei-
dungsvariablen besteht moglicherweise in einer Verallgemeinerung des in [20] vorge-
stellten Dekompositionsverfahren fiir zweistufige gemischt-bindre stochastische Opti-
mierungsprobleme auf den mehrstufigen Fall.

Eine weitere mogliche Verallgemeinerung besteht in der Beriicksichtigung von Risiko-
mayfen in der Zielfunktion, siehe [5, 6, 17] sowie Kapitel 12. Wie in [6] gezeigt, erlaubt
die Verwendung mehrperiodischer polyhedraler Risikomafle wie dem Average-Value-at-
Risk weiterhin die Anwendung verschiedener Dekompositionsverfahren, u.a. auch der in

diesem Kapitel verwendeten zeitlichen Dekomposition.
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danken wir Prof. Werner Romisch fiir seine stetige Unterstiitzung und Dr. Holger Heitsch
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